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1. EINLEITUNG 
Gegeben ist der lineare Raum der stetigen, reellwertigen Funktionen auf 
dem abgeschlossenen I terval1 [a, b] versehen mit der Tschebyscheffnorm 
Es sei 
a = x,, -c x1 *.. < xk < x~+~ = b 
eine Unterteilung des Intervalles durch sogenannte feste Knoten. Seien 
iWi(t)li”=O 
n + 1 positive Funktionen auf C [a, b] mit wi E Cn-i[u, b] 
i = o,..., n. 
Sei weiterhin 
ddt, 4 := wo(t> J; W&l) .r”’ %(a ... Jay” 1+&s) 45 ... 81 1>X 
.- .- 0 t<x 
f&) := +,<t, 4 1 = 0, l)...) n. 
Der lineare Raum der Tschebyscheffsplines ist gegeben durch 
&&o >..'> Xk.+l ) = /s(t) = jJ aiui(t) + i c,$,(t, xi)/. 
i=O i-1 
Gesucht ist nun eine beste Approximation aus dem Teilraum Sn,k an eine 
vorgegebene stetige Funktion. 
Die Existenz einer Minimallosung ist nach der Theorie gesichert. Da der 
Raum S,,I, die Haarsche Bedingung nicht erfiillt, gibt es Funktionen, fiir die 
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mehrere Minimalliisungen existieren. Rice und Schumaker haben schon 
Bedingungen angegeben, fiir die das Approximationsproblem eine ein- 
deutige Liisung besitzt. Dort wurde die Fehlerfunktion einer Minimallosung 
betrachtet und gezeigt, da13 die Zahl der Alternantenpunkte Riickschltisse 
auf die Eindeutigkeit der Minimalliisung zulal3t. Diese Uberlegungen sollen 
hier fortgesetzt werden. Vor allem wird such die Frage vorgelegt, ob die 
Eindeutigkeit der Minimallosung immer aus dem Alternantenverhalten 
einer Fehlerfunktion entschieden werden kann. 
2. HILF~TZE 
Ein Punkt t E [a, b] heil3t Extremalpunkt von f E C[u, b], falls f(t) = /If 11 
gilt. Man sagt f alterniert r-ma1 auf [a, b], falls r + 1 alternierende Extre- 
malpunkte {tJ:Zt existieren, d.h. 
a < t, ( *.* < tT+l < b 
mit 
f(h) = (-lY5 Ii.fli (= 31. 
Diese Bezeichnung wird such fur halboffene, bzw. offene Intervalle 
verwendet. Dann mu13 a < t, oder tr+l < b gelten. Es gelten nun folgende 
!Xtze (siehe [2, 51). 
SATZ 2.1. Falls eine Punktmenge {ti}~~~‘l C [a, b] die Bedingung 
ti -=c xi < fi+n+1 i = l,..., k 
erfiillt, existiert genau ein @line s E S&x0 ,..., xlc+J, der in {ti}T$‘l vorge- 
gebene Werte interpoliert. 
SATZ 2.2. s,, ES,&,,,..., x k+l) ist genau dann Minimalliisung an f e C[a, b], 
wenn es ein Interval1 [xi , x~+~] gibt, auf dem f - so n + j-ma1 alterniert. 
Es gibt Splines, die folgendes Vorzeichenverhalten besitzen: 
SATZ 2.3. Eine Funktion f E C[a, b] sei vorgegeben, die in [a, b] nur 
endlich viele Nullstellen besitzt und genau in den Punkten {ti)%l C (a, b) das 
Vorzeichen wechselt. 
(a) Falls k >, n undr < k - n gilt, existiert ein Spline s E S&(x0,..., x~+~) 
mit 
(1) f(x) $4 2 0 x E [a, bl 
(2) s * 0 
(3) P(a) = di) (b) = 0 i = O,..., n - 1. 
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(b) Falls Y < k gilt, existiert ein SpIine s, der (1) und (2) und genau eine 
der Bedingungen 
sqa) = 0 i = O,..., n - I, 
bzw. 
sci’(b) = 0 i = O,..., n - 1 
ecfiillt. 
Der Fall (a) wurde in [6] bewiesen. Der Fall (b) IaDt sich auf den Fall (a) 
zuriickfiihren. Wenn z.B. .yci)(a) = 0, i == O,..., n - 1, erfiillt werden ~011, 
erweitert man die Knotenmenge durch x~,,~ < xLLg ... < .Y~+~+~ und findet 
auf [x0, x~+~+~I einen Spline der Art (a), der auf [x0, x,-r] die Bedingungen 
von (b) erfiillt. 
iiber die Nullstellenmenge der Splines lPl3t sich folgende Aussage machen. 
SATZ 2.4. s E S,,,Jx,, ,..., xBtl) besitze kein identisch verschwindendes 
Interval Dann hat s hiichstens n + k Nullstellen. 
Zur Zahlung der Nullstellen und zum Beweis des Satzes siehe [l]. 
3. EINDEUTIGKEIT 
Im folgenden ist eine Minimallijsung s,, von f bekannt. Es wird gezeigt, 
in welchen Fallen aus dem Alternantenverhalten der Fehlerfunktion f - s,, 
entschieden werden kann, ob weitere Minimallosungen existieren. 
SATZ 3.1. s0 E S,,,c ist Minimalliisung an f E C[a, b]. f - s,, besitzt in 
einem der folgenden Intervalle 
[a, xjl, [xTc-j+l , bl .i = I,..., k (3.la) 
[xi , Xi+j+nl C [a, bl mit ,j > 0 (falls k :xp n + 1) (3.lb) 
hiichstens j alternierende Extremalpunkte. Dann gibt es weitere Minimal- 
Iiisungen .
Beweis. Wir beschranken uns darauf, die Existenz weiterer Minimallosun- 
gen nachzuweisen, falls f - s,, auf einem Interval1 der Form (3.1 b) hiichstens 
j alternierende Extremalpunkte enthalt. Sei M : = ilf - s0 /’ und [xi, x~+~+J C
[a, b] (j > 1) das genannte Intervall. Besitzt es keine zwei alternierenden 
Extremalpunkte, kann man leicht einen Spline s1 angeben, so da13 sU - s1 
ebenfalls Minimallijsung ist. Sei also j > 2. Dann existieren Punkte (ti}~zl C 
(xi , xitj+,J mit r <,j - I und ein E > 0, fur die 
5(-lY (f - so) (4 e M - E x E ELI > ti1 i = l,..., r + 1 
gilt, wobei 5 = &l und t, : = .xi , tr+r := x+~+~ ist. 
W’) 
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Nach Satz 2.3a gibt es einen Spline s E Sn,j+n-l(Xi ,..., xii-j+,& SO dab 
l(-l)%(x) 2 0 x E [h-l 9 41, i = l,..., y + 1 
P(Xi) = SyXi+j+n) = 0 i = O,..., n - 1 (3.3) 
s+O 
erfiillt ist. Nun setzen wir 
sd-4 = 
I 
2- s(x) 
II s II s E [Xi , &+j+nl 
0 sonst in [x~ , xk+J. 
Aus den Formeln (3.2), (3.3), und (3.4) folgt dann 
I f(x) - %b) + d9I < M, 
(3.4) 
also ist s0 - s1 ebenfalls Minimalliisung. 
Fallsf - s,, auf einem Interval1 der Form (3.la) hiichstens j alternierende 
Extremalpunkte besitzt, kann die Aussage des Satzes mit Hilfe von Satz 2.3b 
gezeigt werden . 
Demgegentiber gilt folgender Satz: 
SATZ 3.2. so ist Minimalliisung an f~ C[a, b]. f - so besitzt in allen 
Intervallen 
[a, xj), (xk-j+l, bl j = I,..., k (3.5a) 
(Xi 9 Xi+i+n) C (a, b) mit j > 0 (falls k > n + 1) (3Sb) 
wenigstens j + 1 alternierende Extremalpunkte. Dann ist s,, die einzige 
Minimalliisung. 
Beweis. Man nimmt an, es gebe eine weitere Minimallosung s1 . Nun sei 
[xi , xi+$] C [a, b] ein maximales Intervall, auf dem s,, - s1 hijchstens endlich 
viele Nullstellen besitzt. ((s, - So) = 0 fur x E [xi-l , xi], falls Xi > x0 
und x E [.qti , x~+~+J, falls Xi+j < xk+&. Es werden die folgenden Fall- 
unterscheidungen getroffen: 
Cal Lxi 9 xi+il c Lx1 > xJ. Dann ist j darstellbar als j := n + T, wobei 
T > 1 ist. Nach Voraussetzung besitzt f - s0 in (xi , x~+~+J wenigstens 
T + 1 alternierende Extremalpunkte. s0 - s1 besitzt in (Xi , Xi+%+3 wenigstens 
T Nullstellen (siehe such [4, Vol. I, S.611). Da s,, - s1 in x1 , bzw. x~+~+~ 
n-fache Nullstellen hat, enthalt [xi , xi+n+r] wenigstens 2n + T Nullstellen 
von s0 - s1 . Nach Satz 2.4 ist dies ein Widerspruch. 
(/3) Falls Xi = a, x~+~ < b, bzw. xj > a, x~+~ = b kann man auf 
Grund der Voraussetzung (3Sa) mit entsprechenden Argumenten wie in (a) 
einen Widerspruch herbeifiihren. 
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(y) xi = a, Xi+i = b. s, ist eine Minimalliisung, fiir die (3.5a) erfiillt 
ist. Daraus erhglt man, da13 f - s, wenigstens n + k + 2 alternierende 
Extremalpunkte besitzen mulJ. Also hat sO - s1 wenigstens n + k .L- 1 
Nullstellen, was wiederum ein Widerspruch zu Satz 2.4 ist. 
Aus diesem Satz lassen sich such Ergebnisse von Rice und Schumaker 
folgern. 
Bemerkung. Es gibt Fglle, die weder in Satz 3.1 noch in Satz 3.2 behandelt 
werden. f - s, alterniert in allen Intervallen der Gestalt (3.1) j-mal, jedoch 
nicht in allen Intervallen der Gestalt (3.5). Hier lassen sich Funktionen 
angeben, bei denen es nur eine MinimallGsung gibt, aber such Funktionen, 
bei denen mehrere MinimallSsungen existieren. 
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